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Resumen

En este trabajo, se considera un juego diferencial sobre un horizonte temporal
finito para modelar el problema de los costes asociados a dos coaliciones internacionales
afectadas tanto por el mantenimiento de cuotas de emision de CO2 como por los efec-
tos de la contaminacion sobre su medio ambiente. Se estudian las diferentes estrategias
que podrian seguir cada coalicién si deciden llevar a cabo un proceso de negociacién me-
diante la ponderacién de sus objetivos. El trabajo también busca, entre las soluciones
eficientes, aquellas estrategias que satisfacen adicionales condiciones incluyendo el poder
de negociacién de cada coalicién y se presenta un desarrollo numérico para mostrar toda
la metodologia utilizada.

Palabras clave: Frontera de Pareto, solucién de Nash no simétrica, solucién de Kalai-
Smorodinsky.



1. Introduccién

Las concentraciones de los gases que contribuyen a aumentar el efecto inver-
nadero, entre ellos el COs, ha sufrido en los tltimos anos un aumento considerable.
Debido a las repercusiones que tiene este problema en el cambio climatico, entre
otros factores, se ha experimentado una creciente preocupacion al respecto en todos
los paises del mundo. Fruto de esta situacion, ha sido la celebraciéon de muchas
conferencias con el objeto de estudiar e intentar poner soluciéon al problema. Uno
de estos encuentros se celebré en Kyoto en 1997, donde las Naciones Unidas adop-
taron el conocido protocolo de Kyoto donde se establecié como objetivo reducir las
emisiones de gases de efecto invernadero en los paises industrializados en un 5% por
debajo de los niveles de 1990. Este objetivo debe alcanzarse en el promedio de las

emisiones que se realicen en el periodo 2008-2012.

La reduccion del nivel de emisiones no es tarea sencilla ni exenta de costes.
Podemos centrarnos en el aspecto de reduccion de emisiones que podria implicar,
casi con seguridad, un cambio en la actividad humana e industrial de todos los paises
y fundamentalmente de los més desarrollados, que son los que mas contaminan. Por
otra parte, el mantener las emisiones en los niveles actuales también implica costes
asociados a los altos niveles de contaminaciéon. FEn cualquier caso, el problema
de la contaminacién medioambiental en general y de la atmosfera en particular,
no es exclusivo de unos paises. Todas las naciones se ven afectadas en menor o
mayor medida y todos los paises han de contribuir a su solucién, pues los beneficios
derivados de la disminucion de la contaminacion en unas zonas, se extiende a todo

el globo.

La magnitud del problema ha provocado que surjan muchos trabajos, desde
distintos enfoques, que tratan de estudiarlo. Uno de ellos es el realizado por Kaitala
y Pohjola (1995) que formulan un juego diferencial de horizonte infinito. En él con-
sideran que hay dos grupos de paises con diferente vulnerabilidad ante el problema

del calentamiento y que se puede establecer una negociacion entre ellos. En este



trabajo, basado en el desarrollado por Kaitala y Pohjola, se plantea un juego dife-
rencial con horizonte finito. El objetivo es tener en cuenta los planes de reduccion
de emisiones propuestas en el protocolo de Kyoto. El trabajo realizado estd divi-
dido en cuatro secciones. En la siguiente se desarrolla el modelo y se determina la
frontera eficiente utilizando el método de la ponderacion de objetivos. En la seccion
tercera, se exponen los diferentes métodos de solucién de conflictos aplicados y en
la cuarta se realiza un desarrollo numérico. Por tltimo, el apartado quinto recoge

las conclusiones.

2. Modelo y soluciones eficientes

Se consideran dos bloques de naciones I, Iy que deben compartir una at-
mosfera contaminada por CO,. Cada coalicién debe soportar dos tipos de costes,
uno de ellos depende del nivel de sus emisiones y el otro de la concentracion de CO,
en la atmdsfera. Denotemos por Q(t) la desviacion de la concentraciéon de CO4 con
respecto a su nivel en 1990 y por e;(t), ¢ = 1,2, el nivel de las emisiones de cada
bloque de naciones en el instante t. Sean ademés C;(e;(t)) y D;(Q(1)), i = 1,2, los
costes anteriormente mencionados, que deben soportar cada una de las coaliciones.
El problema que se plantean las coaliciones I; e I es determinar sus niveles de
emisiones ¢;(t) en el periodo [0, T, de tal forma que el coste asociado a un determi-
nado nivel de emisién y su repercusion en la concentracion de CO, sea lo mas bajo
posible. Analogamente al trabajo desarrollado por Kaitala y Pohjola, se supone que
la evolucién del exceso de CO; en la atmésfera viene determinado por la ecuacion
diferencial

Q'(t) = a(er(t) + ea(t)) — QL)
donde o y ( son parametros medioambientales positivos que recogen la intervencion
de la naturaleza sobre las emisiones y la contaminacién existente. Si tomamos como
momento t = 0, el afio de referencia 1990, entonces se verifica Q(0) = 0. En esta
situacion, el problema que debe resolver cada grupo de paises es determinar el nivel

de emisiones en cada instante, que minimiza el valor actual de los costes en el periodo



[0,T]. Es decir, determinar e;(¢) que minimiza el funcional

/oT e " [Ci(es(t)) + Di(Q(t))]dt,

donde p es la tasa de descuento, que se supone la misma para ambos bloques. Se ha

de tener en cuenta la ecuacién diferencial que debe satisfacer Q(t).

Tenemos formulado un juego diferencial con dos jugadores, de suma no nula,
sobre un horizonte temporal finito. Si suponemos que ambas coaliciones acuerdan
cooperar en la busqueda de soluciones a sus problemas, nos encontramos ante la
minimizacién de dos objetivos sujetos a la restriccion representada por la ecuacion
diferencial que determina la evolucién de la contaminacion ambiental. Para encon-
trar las soluciones cooperativas, utilizamos el procedimiento de las ponderaciones de

los funcionales objetivos y el problema a resolver es:

min o [ e [Cyer(t)) + Dy(QUOAE+ (1~ a) [ e [Colealt) + Da(Q(1))dt

sa: Q'(t) = o(ei(t) +ex(t)) — BQO(1)

para a € (0,1). El jugador cooperativo tratard de encontrar las funciones e, y
€2 que minimicen el funcional objetivo. Denotamos por Ji(«a), J2(a) el valor de
los funcionales correspondientes a cada bloque de naciones I, [y respectivamente,

cuando los niveles de las emisiones son €1, y €24.

Para cada «, resolvemos el problema planteado suponiendo funciones de

costes cuatraticas

donde ¢;,d; son parametros positivos que recogen las distintas repercusiones que
sobre cada una de las coaliciones pueden tener los niveles de las emisiones y las

concentraciones de COq. Las constantes e]" son unas cuotas de emisién para cada

4



uno de los bloques fijadas mediante un acuerdo. El hamiltoniano para el problema
es

H(e1a, €2a; o, Qa) = €~ [%[Cl(ela — ") + diQ2) + 152 [ca(ean — €5') + Q2] +
Yalo(e1a + €20) = BCQa]

donde 1), (t) es la variable de coestado. Las condiciones necesarias para el problema,
que también son suficientes debido a las condicones de convexidad de las funciones

que intervienen, son:

Ua(t) = =le™"" (adiQa(t) + (1 — @)d2Qa(t)) — Btba(t)]
e Ptaci(er(t) —el) + o (t)o =0

e P (1 — ) ca(ean(t) — €5') + a(t)o =0

Qu(t) = o(e1a(t) + e2(t)) — BQa(t)

Qa(0) =0, Va(T) =0

De donde se deduce que los controles que resuelven el problema han de satistacer

o
ela(t> = €Tln — a—clwa(t)ept’

eanlt) = €l — m%(t)ept.

Y por tanto, las funciones que determinan la evolucién de las variables de estado,

Q. (1), y coestado, 1, (t), han de ser soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

Ua(t) = —e7" (adiQa(t) + (1 — a)daQa(t)) + F1ba(t)

QL) = (e + ) — 0% (1) (i ; é) 0

ac; (1 —a)e

Llamando Z,(t) = e 1,(t), el sistema anterior se transforma en un sistema lineal

de coeficientes constantes en las variables Z,, ()., que tiene por matriz asociada

B+p —(ady + (1 — a)ds)
Ala) = 2 (L n 1 5



Los valores propios de la matriz A(«) vienen dados por la expresién

Mo) = (p:l: &z 407 (aiq + m> (ads + (1 — a)dy) + 4(3 —i—,o)ﬁ) |

Es obvio que uno es positivo y el otro negativo, lo que implica que el punto de

*

*), es un punto de silla. Sea v;(«)

equilibrio existente, que representamos por (2%, Q)

el vector propio asociado al autovalor \;(«) tal que

(q) = Oédl—f-(]_—Oé)dg — (v:(). vl
o) = (25 OS2 1) — (ot (o)

Una vez encontrados los valores propios, vectores propios y el equilibrio, tenemos la

solucion general del sistema

Zo(t) = Z% + Ki(a)vir (a)e? @ + Ky(a)vgp(a)et>(@)t
Qa(t) = Q4 + Kl(a)vm(a)e/\l(a)t + KQ(OZ)U22(@)6’\2(O‘”

Los valores de las constantes Kj(«), K3(a) se obtienen teniendo en cuenta que
Qa(0) =0y que Y, (T) =0 = Z,(T). El resultado es

7} — Qvia(a)e@T
Ura(@)e@T — ()M @)

K.  Qrun(a)eM@T — 7+
o(a) = Ulg(a)e/\Q(a)T _ Un(Oé)e)‘l(a)T'

Kl(Oé) =

Determinadas las funciones de estado y coestado, podemos evaluar los correspon-

dientes funcionales pues

e1a(t) — € = &Lwa(t)ept = 7 7.,

e2a(t) — €)' = ————tha(t)e” = ————Za(t).

De donde se deduce que

na) =5 [ e | Salzal + Qa0 ar

0.2

Jo(a) = 3 /OT e Pt [m[za(t)]2 + d, [Qa(t)]zl dt.

6



Figura 1: Frontera eficiente

Figura 2: Funcionales para las dos coaliciones

Los puntos (Ji(a), Ja(a)) con o € (0,1) determinan la frontera eficiente
que aparece representada en la figura 1, para los valores de los parametros con los
que se desarrolla la seccién 4. Asimismo, en la figura 2 tenemos representados los
valores de los funcionales, en funciéon de «, para cada una de las coaliciones. Como
se puede observar en la grafica las funciones son estrictamente mondtonas y ademas
son funciones continuas. Se puede apreciar que si « tiende a 1, entonces J; tiende
a0y Joaoo,loque implica que la disminucién de los costes para I; se produce a

costa del aumento de ellos para I;. Una situacién similar se tiene cuando « tiende
a 0.



3. Metodologia de Resolucion

Desde el trabajo de Nash(1950), se ha dedicado mucho esfuerzo al desarrollo
de diferentes conceptos de solucién. Nash probo la existencia de una tnica solucion
satisfaciendo ciertos axiomas. Desde entonces, otros investigadores han modificado
y extendido los axiomas originales de Nash introduciendo conceptos de solucién
alternativos. Por ejemplo, Harsanyi y Selten (1972) introdujeron la solucién de Nash
no simétrica que permite la consideraciéon de jugadores con diferentes niveles en el
poder de negociacién. En 1975, Kalai y Smorodinsky introducen una modificacion
en la cual se sustituye el axioma de independencia de las alternativas irrelevantes
por el axioma de monotonia. En 1988 Chun, introduce la solucién de igual pérdida

y en 1993 Anbarci, desarrolla la solucién de area mondtona.

Matematicamente, un problema de negociacién se define por un par (X, d)

donde X C IR? representa el conjunto de pagos factibles y d es un punto de X
denominado punto de desacuerdo y que representa las consecuencias que supone
que los jugadores no sean capaces de alcanzar un acuerdo. Habitualmente se supone
que se maximizan las funciones de pagos. En otro caso, se consideran las negativas
de éstas. Se supone que el conjunto X es convexo, cerradoy quesiz € X yy <=z
entonces y € X. Dado que un jugador racional no aceptara un pago peor que el
correspondiente al que obtendria si no se llega a un acuerdo, sélo se consideran pagos

factibles aquellos que cumplen x > d. Denotaremos por F' al conjunto de ellos.

Supongamos que tenemos una representacion paramétrica de la frontera
eficiente donde las funciones que parametrizan la curva son estrictamente mondé-
tonas y continuas. Sea (z1(t),z2(t)), con t € I, e I es un intervalo de IR, una
parametrizacién de la frontera eficiente. Dado que tenemos un punto de desacuerdo
d, la zona de pagos factibles queda limitada por las coordenadas de dicho punto.
En la figura 3 se ilustra esta situacién. Si consideramos la frontera eficiente, el
conjunto de pagos queda limitado a los puntos de la curva comprendidos entre A y

B. El conjunto de todos los pagos factibles F' aparece representado en la grafica.



Figura 3: Pagos factibles

Los puntos A y B se obtienen precisamente para dos valores t1,t5 € [ tales que
A = (z1(t1),ds) y B = (dy, x(t2)). Observemos que la continuidad y la monotonia
de la parametrizacion implica la existencia de estos valores que se pueden encon-
trar con un sencillo algoritmo sabiendo que verifican las condiciones z5(t1) = do y
x1(ty) = di. Supongamos que t; < t2, lo que no supone pérdida de generalidad, y

sea J = [t1, ta].

La soluciéon de negociacion de Nash regular se caracteriza como el unico
punto de la frontera de Pareto que maximiza el producto de Nash, es decir, la
diferencia entre los pagos factibles y los valores del desacuerdo. La soluciéon de Nash

serd entonces la solucién del problema

max (IL‘l — dl)(ZL‘Q — dg)
el
Si los jugadores tienen distinto poder de negociacion wq, ws € IR, donde wy +ws = 1,
podemos considerar la solucién de Nash generalizada xy que se puede caracterizar
como el punto que resuelve el problema
max (.I'l — d1>w1 (1'2 — d2)w2.
zeF
La solucion de Nash regular es un caso particular de la generalizada cuando los

poderes de negociacion son iguales. Dado que hemos considerado la frontera eficiente

en forma paramétrica, el problema que debemos resolver se puede plantear como el



siguiente de maximizacién en una variable,

méx (Jfl(t) — dl)wl (IL‘Q(t) — d2)w2.
teJ

Para la solucién de Nash, d es el punto de referencia respecto al cual se cal-
cula la solucién. La solucién de Kalai-Smorodinsky utiliza dos puntos de referencia,
el de desacuerdo d y el punto ideal Id = (Idy, Ids), (ver figura 3) que es un punto
no factible que recoge los pagos maximos a los que pueden aspirar los dos jugadores.
La solucion de Kalai-Smorodinsky se obtiene como el punto de la frontera eficiente
que esta en la recta que une el punto de desacuerdo con el punto ideal. Es decir, el

punto de la frontera eficiente que verifica la ecuacién

dy— Idy
IL‘Q—dQ— dl—]dl(xl dl)

Si un objetivo tiene mayor importancia que otro, deberia aumentar mas rapida-
mente. Esta idea se recoge en la solucion de Kalai-Smorodinsky generalizada.
Si los poderes de negociaciéon no son iguales, determinamos la solucién de Kalai-
Smorodinsky generalizada y consideramos la solucién que resulta en la interseccién

de la frontera eficiente con la recta

w
To — dg = —2(1'1 — dl)

wq

Obsevemos que la solucién generalizada no coincide con la anterior en el caso en que
w; = wy. Ambas soluciones coinciden si la pendiente de la recta que une el punto
ideal y el de desacuerdo es uno. En este trabajo vamos a considerar la solucion
generalizada. Dada la representacion paramétrica de la frontera, debemos encontrar

el valor de t € J tal que

Se trata de una ecuacién de una variable que se puede resolver utilizando un método

como el de biseccidn.
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T2

Tm2

Figura 4: Solucién de area monétona

La solucién de igual drea x,, = (1, Tme) es el Gnico punto de la frontera
eficiente tal que el segmento de extremos d y x,, divide a I’ en dos partes de igual
area (ver figura 4). Si el conflicto no es simétrico, entonces consideramos la soluciéon
de igual area generalizada de tal forma que la relacién entre las areas es ;e decir,

Ajw; = Aswsy. En este caso, la solucién generalizada coincide con la anterior cuando

los poderes de negociacién son iguales.

Sea S; el area limitada por la gréfica de la frontera eficiente entre x,, y

A = (z1(t1),ds), el eje x y las rectas 1 = xp,1 v 1 = 21(¢1). Se tiene entonces que

1
Ar = 5 (@2 = do) (@ — di) + 81— dafa1(t1) = Tu).

Por otra parte, sea S; el drea limitada por la gréfica de la frontera eficiente entre

B = (dy,x5(t3)) y T, €l eje x y las rectas x1 = dy y 1 = ;1. En esta situacion,

Lo + d
A2 = SQ — %(l‘ml — dl)

Dado que en el juego objeto de estudio, tenemos una representacion paramétrica de
la frontera eficiente, para el cdlculo de las areas S; y Sy podemos utilizar un método
de integracién numeérica, como por ejemplo la regla de los trapecios. Aunque no
disponemos de una ecuacién explicita, podemos determinar los puntos sobre la curva

que sean necesarios para obtener el area con la precision deseada.

Por 1ltimo, en la solucion de igual pérdida, determinamos el punto de la
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frontera eficiente donde los dos jugadores asumen la misma pérdida con respecto a
su situacion ideal. Del mismo modo que en los casos anteriores, podemos asumir
diferencias de importancia en los objetivos y considerar que la relacion entre las
pérdidas tenga que ser igual a la relacion entre los poderes de negociacién. Por lo
tanto, consideramos como solucion, el punto de la frontera eficiente que verifica la
ecuacion:
(1'1 — Idl)wl = (1'2 — Idg)wg.

Analogamente al caso de la solucion de Kalai-Smorodinsky, debemos resolver una

ecuacion en la variable t.

4. Ejemplo numérico

En esta seccion se presenta un ejemplo numérico para unos valores deter-
minados de los parametros, en los que se ilustran los resultados que se obtienen con
las diferentes soluciones analizadas en la secciéon anterior. El horizonte temporal
elegido ha sido de T' = 20 anos para recoger aproximadamente el intervalo temporal
establecido en el protocolo de Kyoto, sobre el objetivo de la reduccién de emisiones
del 5% respecto a las del afio 1990. El resto de los parametros del modelo son
p=0.05,0 =0.5,8=0.005,c; = H5,co = 10,d; = 2,dy = 10,e]* = 10 y eJ' = 15.
Las diferencias significativas existentes en los costes, pretenden recoger la diferencia
de posicion de las coaliciones ante la contaminacion ambiental. En cuanto a los
parametros medioambientales, se han tomado los valores sugeridos en el trabajo de

Katiala y Pohjola.

En las figuras 5, 6, 7y 8 se ilustran las distintas soluciones para los
diferentes métodos de solucién de conflictos aplicados. Se presentan los resultados
considerando diferentes poderes de negociacién de los jugadores. Los resultados
se ilustran sobre la frontera de Pareto para el problema inicial de minimizacion.
El punto senalado con x en las graficas corresponde al punto de desacuerdo con-
siderado. A la izquierda de cada grafica se presenta una tabla que muestra los

resultados numéricos. A la vista de las graficas se deduce facilmente que no hay
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Figura 5: Pagos de las dos coaliciones cuando se considera la solucién de igual area
generalizada y distintos poderes de negociacion.
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Figura 6: Pagos de las coaliciones cuando se considera la solucion de Kalai-
Smorodinsky generalizada y distintos poderes de negociacién.

mucha diferencia entre los diferentes métodos de solucién. En todos los casos, no hay
zonas de acumulacién de soluciones, si no mas bien al contrario, estan distribuidas de
forma relativamente homogénea sobre la frontera eficiente. Como se puede observar
por los datos recogidos en las tablas, el punto de desacuerdo elegido para los calculos
ha sido (d1,ds) = (10000, 20000). Para este punto de amenaza, los valores de o que
generan puntos del conjunto factible son los del intervalo [0.4277,0.8428] y el punto
ideal del juego es (1424.7,2948.2).
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Figura 7: Pagos cuando se considera la soluciéon de Nash generalizada y distintos
poderes de negociacion.
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Figura 8: Pagos cuando se considera la solucién de igual pérdida y distintos poderes
de negociacion.
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5. Conclusiones

En este trabajo se estudia un juego diferencial bipersonal donde los agentes
son dos bloques de coaliciones internacionales afectadas por un problema de con-
taminacion medioambiental por exceso de CO,. Los jugadores deben soportar costes
que dependen del nivel de sus emisiones a la atmosfera y de la concentracion del CO,
existente. Se resuelve el problema de determinar el nivel de emisiones que permitan
minimizar los costes en un horizonte temporal T', suponiendo que los costes admiten
una modelizacién cuadrética. Se pretende recoger la diferencia de las coaliciones
ante la contaminacion asignado diferentes parametros a las funciones de costes. Una
vez planteado el juego se estudian los diferentes tipos de estrategias que se pueden
seguir si los bloques deciden llevar a cabo un proceso de negociacion mediante la pon-
deracién de sus objetivos. En el trabajo también se determinan distintas soluciones
de negociacién considerando diferentes pesos para cada uno de los jugadores. Por

ultimo, se plantea un desarrollo numérico para mostrar la metodologia empleada.
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